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Hieraus folgt aber, weil in dieser Gleichung die B°' unabhangig 
voneinander frei wahlbar sind, das Transformat.ionsgesetz 

(’) = 

d x a 

Bemerkungzur Vereinf achung der Schreibweise der Ausdrucke. 

Ein Blick auf die Gleichungen dieses Paragraphen zeigt, 
daB iiber Indizes, die zweimal unter einem Summenzeichen 
auftreten [z. B. der Index v in (5)], stets summiert wird, 
und zwar nur iiber zweimal auftretende Indizes. Es ist des- 
halb moglich , ohne die Klarheit zu beeintrachtigen , die 
Summenzeichen wegzulassen. Dafiir fiihren wir die Vorschrift 
ein: Tritt ein Index in einem Term eines Ausdruckes zweimal 
auf, so ist iiber ihn stets zu summieren, wenn nicht ausdriick- 
lich das Gegenteil bemerkt ist. 

Der Unterschied zwischen dem kovarianten und kontra- 
varianten Vierervektor liegt in dem Transformationsgesetz 
[(7) bzw. (5)]. Beide Gebilde sind Tensoren im Sinne der 
o bigen allgemeinen Berner kung; hierin liegt ihre Bedeutung. 
Im AnschluB an Ricci und Levi-Civita wird der kontra- 
variante Charakter durch oberen, der kovariante durch unteren 
Index bezeichnet. 



§ 6. Tensoren zweiten nnd hoheren Ranges. 

Kontravarianter Tensor. Bilden wir samtliche 16 Produkte 
A flv der Komponenten A t* und B v zweier kontravarianten 
Vierervektoren 


(8) At* 9 = At* B\ 

so erfiillt A ^ gemaB (8) und (5 a) das Transformationsgesetz 


( 9 ) 


Jot’ __ & X o dXx jjfiv . 
d X^ 6 X y 


Wir nennen ein Ding, das beziiglich eines jeden Bezugs- 
systems durch 16 GroBen (Funktionen) beschrieben wird, die 
das Transformationsgesetz (9) erfiillen, einen kontravarianten 
Tensor zweiten Ranges. Nicht jeder solcher Tensor laBt sich 
gemaB (8) aus zwei Vierervektoren bilden. Aber es ist leicht 
zu beweisen, daB sich 16 beliebig gegebene A** y darstellen 
lassen als die Summe der A t* B v von vier geeignet gewahlten 
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Paaren von Vierervektoren. Deshalb kann man beinahe alle 
Satze, die fur den durch (9) definierten Tensor zweiten Ranges 
gelten, am einfachsten dadurch beweisen, daB man sie fur 
spezielle Tensoren vom Typus (8) dartut. 

Kontravarianter Tensor beliebigen Ranges. Es ist klar, daB 
man entsprechend (8) und (9) auch kontravariante Tensoren 
dritten und hoheren Ranges definieren kann mit 4 s usw. 
Komponenten. Ebenso erhellt aus (8) und (9), daB man in 
diesem Sinne den kontravarianten Vierervektor als kontra- 
varianten Tensor ersten Ranges auffassen kann. 

Kovarianter Tensor. Bildet man andererseits die 16 Pro- 
dukte A ftv der Komponenten zweier kovarianter Vierervektoren 
A u und B r 

( 10 ) 

so gilt fur diese das Transformationsgesetz 


( 11 ) 


. , _ dx t u dx v . 

A ar — - > “ , 

o x a OXx 


Durch dieses Transformationsgesetz wird der kovariante 
Tensor zweiten Ranges definiert. Alle Berner kungen, welche 
vorher iiber die kontravarianten Tensoren gemacht wurden, 
gelten auch fiir die kovarianten Tensoren. 

Bemerkung. Es ist bequem, den Skalar (Invariante) so- 
wohl als kontravarianten wie als kovarianten Tensor vom 
Range Null zu behandeln. 

Gemischter Tensor . Man kann auch einen Tensor zweiten 
Ranges vom Tvpus 


( 12 ) 


A/ = A fl B v 


definieren, der beziiglich des Index ft kovariant, beziiglich 
des Index v kontra variant ist. Sein Transformationsgesetz ist 


(13) 


A 


sx a P 

dx p dx a 


Natiirlich gibt es gemischte Tensoren mit beliebig vielen 
Indizes kovarianten und beliebig vielen Indizes kontravarianten 
Charakters. Der kovariante und der kontravariante Tensor 
konnen als spezielle Falle des gemischten angesehen werden. 


